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ACUMULACAO DE CAPITAL NUM CONTEXTO 
DE INTERACCOES ENTRE ECONOMIA E AMBIENTE 
Jose Manuel Madeira Belbute (*J 
1 - lntrodu~ao 
A sustentabilidade e um conceito que tem prendido as ateric;6es da comu-
nidade academica, de politicos e do publico em geral, sendo ja inumeras as 
nacoes que a incluem nos seus objectives de caracter nacional. Apesar de nao 
suscitar um consenso generalizado sabre o seu conteudo, a ideia de sus-
tentabilidade pressup6e a tentativa de conciliac;ao entre os objectives tradicio-
nais do crescimento econ6mico com a qualidade ambiental e a equidade 
intergeracional. 
Tradicionalmente a abordagem da economia a problematica do crescimento 
econ6mico quando em presenca de capital natural foi sendo feita num contexto 
em que os activos ambientais eram encarados como meros fornecedores de 
recursos vitais ao desencadear do processo de prodw;:ao, acumulacao e con-
sumo. Dasgupta e Heal (1974), Solow (1974), Stiglitz (1974), Kamien e Swarthz 
(1978), Dasgupta e Heal (1979), Dasgupta & Stiglitz (1981) sao talvez as refe-
rencias mais conhecidas e os primeiros autores a combinarem a abordagem 
utilitarista de Ramsey (1928) (e de Rawls no caso de Solow) sabre o cresci-
mento econ6mico com a condicionante representada pela dependencia do pro-
cesso de crescimento econ6mico relativamente a disponibilidade de um recurso 
natural, esgotavel (1). 
Krautkraemer (1985 e 1986), Pezzey & Krautkraemer (1994) e Pezzey 
(1994) analisam um problema semelhante mas onde o objective consiste na 
determinacao das condic;6es em que e 6ptimo preservar permanentemente ac-
tivos ambientais nos quais se encontram recursos naturais nao renovaveis com 
potencialidades produtivas e cuja exploracao conduz a sua inutilizacao enquan-
to fonte directa de bem-estar. Mais do que assegurar a disponibilizacao de um 
potencial produtivo a geracoes futuras, o importante consiste em assegurar (e 
prolongar o mais possfvel no tempo) um fluxo continuo e nao decrescente de 
bem-estar proveniente de activos ambientais nao «explorados». 
(*) Professor auxilar do Departamento de Economia da Universidade de Evora. 
(1) Alguns destes autores apresentam mesmo trabalhos onde a tematica do progresso tec-
nico e a existencia de urn sector especialmente vocacionado para actividades de I&D sao usadas 
na tentativa de relaxar as restrigao impostas pelos recursos naturais esgotaveis e essenciais ao 
processo de produgao. 
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Numa linha de analise diferente Asako (1980), Tahvonen (1993), Rubio 
(1994), Stephens (1974), etc., apresentam analises ao crescimento econ6mico 
num contexto em que a poluic,;:ao e o elemento restritivo daquele processo. 0 
problema fundamental em estudo consiste na analise dos efeitos provocados 
pela inevitabilidade da presenc,;:a (e consequente acumulac,;:ao) da poluic,;:ao sa-
bre o crescimento econ6mico. 
Partilhando muito das preocupac,;:oes apontadas por todos estes trabalhos, 
a perspectiva adoptada neste estudo e, contudo, diferente. Com ele, pretende-
mos estudar as consequencias sabre o crescimento econ6mico quando ao stock 
de activos ambientais (nao ao stock de poluic,;:ao) sao reconhecidos atributos 
pr6prios capazes de os transformar em elementos determinantes quer na ava-
liac,;:ao social que, em cada momenta, a sociedade faz sabre o desempenho 
econ6mico quer na produtividade de uma economia. As tres fungoes do stock 
de activos ambientais com valia econ6mica serao explicitamente endogeneizadas 
no modelo que propomos de modo a tamar em considerac,;:ao nao apenas a 
permanente interacc,;:ao e interdependencia entre os dais sistemas como ainda 
assegurar a verificac,;:ao de criterios de sustentabilidade (econ6mica e ecol6gica). 
A variavel natural relevante no nosso esquema consiste no stock global 
de activos ambientais (ou capital natural), que sera aqui entendido como o con-
junto de bens ffsicos e energeticos disponfveis na natureza que sustentam toda 
a actividade fisiol6gica e econ6mica da humanidade, quer porque sao fonte 
directa de alimentos, materias-primas, combustfveis, etc., quer porque formam 
sistemas ecol6gicos mais ou menos complexos mas com a particularidade de 
fornecerem «bens e servic,;:os» importantes, alguns dos quais fundamentais a 
existencia de vida sabre o planeta. Nele estao inclufdos nao apenas os tradi-
cionais recursos renovaveis e nao renovaveis (agua, a biomassa terrestre e a 
biomassa aquatica, no primeiro caso, e terra aravel, os minerais, os combustf-
veis f6sseis, etc., no segundo) mas ainda os recursos semi-renovaveis ou 
ambientais (2) (qualidade do solo, a capacidade natural de assimilac,;:ao, os sis-
tema naturais de suporte a vida, os ecossistemas, a camada de ozona, as zonas 
estuarinas, etc.). A sua capacidade de regeneragao e assimilagao reproduz o 
padrao dinamico dos recursos renovaveis e ambientais e ao ser introduzida no 
modelo assegura que, em princfpio, e possfvel manter indefinidamente urn de-
terminado- nfvel de stock de activos ambientais. 0 perigo de extingao de A(Q 
nao e uma hip6tese explicitamente assumida, muito embora seja uma possibi-
lidade potencial (3). 
(2) Estes sao «recursos» naturais fornecidos pela natureza com a caracterfstica de nao se-
rem divisfveis, que apenas podem ser avaliados qualitativamente na «margem» (por exemplo, a 
qualidade a agua) e, finalmente, nao sao objecto de consumo directo (o que e consumido sao os 
«servigos» por eles fornecidos: oxigenio, paisagem, etc.). 
(3) Assim como nao constitui preocupagao nossa a existencia de rivalidade nos usos po-
tenciais dos activos ambientais. 
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A ideia geral que preside a presente reflexao baseia-se no pressuposto de 
que a «riqueza das nac;:oes>> esta inequivocamente relacionada com as suas 
dotac;:oes ambientais e nao apenas com os recursos naturais ou com os efeitos 
directos da poluic;:ao sabre o bem-estar e sabre a produtividade. Sao as leis 
naturais da transformac;:ao que nos ajudam a compreender nao apenas os fun-
damentos ecol6gicos do processo de crescimento econ6mico como ainda o grau 
de inter-relacionamento entre as variaveis econ6micas e naturais (disponibilida-
de de recursos, poluic;:ao, reciclagem, assimilac;:ao, etc.) e que justificam a intro-
duc;:ao do capital natural no modelo que desenvolvemos. A sua relevancia eco-
n6mica, se bern que ainda envolta por enorme controversia e ainda nao 
totalmente esclarecida, reside no potencial que aqueles activos representam para 
a produtividade e para o bem-estar. 
0 presente estudo esta organizado do seguinte modo: a secc;:ao 2 apre-
senta e clarifica o modelo que serve de base a analise que desejamos fazer. 
Na secc;:ao 3 sao apresentados os principais resultados. A secc;:ao 4 faz o es-
tudo da estrutura dinamica que caracteriza a vizinhanc;a do estado estacionario 
encontrado e, par tim, a secc;:ao 5 conclui o paper. 
2 - 0 modelo geral 
A primeira hip6tese que vamos considerar consiste em assumir, urn pouco 
a semelhanc;:a do que ja Stuart Mill fizera anteriormente, que os activos 
ambientais sao portadores de va/ores intrfnsecos (valores esteticos, recreativos, 
cientfficos, etc.) capazes de, par si s6, influenciar directamente a avaliac;:ao que 
a sociedade faz sabre o seu bem-estar, independentemente de essa avaliac;:ao 
se basear (ou nao) no contacto directo com esses activos (4). Formalmente, isso 
significa inctuir A(Q como argumento na func;:ao utilidade instantanea a par do 
<<tradicional» consume C(Q: 
(1) 
que se supoe evidenciar as seguintes regularidades matematicas: 
Hip6tese 1 (funt;fio de bem-estar social).- Sejam C(t) e A(t), E 9\+. A fun-
c;:ao de bem-estar social U[C(t),A(t)] e uma aplicac;:ao [C(n.A<nJ~ U[C(n.A<nl com 
as seguintes propriedades: 
1) E: C2; 
i1) U (.) > 0 V C, A > 0; 
(4) Muitas vezes a valoriza~ao de um activo ambiental encontra os seus fundamentos na 
necessidade de assegurar a sua disponibilidade futura para beneficio das gera~oes vindouras. 
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iii) limU(.) ==com i == C,A, quando pelo menos urn dos seus argumen-
; ..... o 
tos e nulo; 
ill) limU(.) ===,com i = C, A; 
i -'t 00 
v) aua~.) ul. > 0 E ]0, oo[; limU/.(.) == +oo e li.mU/.(.) == 0 com i = C, A; . 
I 1----t 0 1-'t oo 
()2 U(.) 
VI) --af2 == Uii (.) E (- oo,O]; 
Vii) a 
2 
U(.) == U.. (.) == 0. 
()i()j lj 
Ou seja, a func;:ao utilidade e continua e crescenta para todos os valo-
res positivos de C e A, duplamente diferenciavel e c6ncava em ambos os 
argumentos. Os beneffcios lfquidos provenientes do consumo corrente e dos 
activos ambientais sao positivos muito embora decresc;:am a medida que se 
atingem nfveis de consumo desses bens mais elevados [condic;:ao v1)]. Fi-
nalmente, vi1) imp6e claramente uma func;:ao aditivamente separavel, o que 
significa que o beneffcio marginal proveniente do consumo e independente 
do contexto ambiental em que ocorre. E evidente que esta e uma hip6tese 
simplificadora. E possfvel encontar exemplos de como diferentes contextos 
de qualidade ambiental geram «Valores» diferentes para o consumo. A opc;:ao 
par uma func;:ao com estas caracterfsticas formais encontra justificac;:ao na 
necessidade de simplificar a estrutura anlalftica do modelo proposto. Porem, 
esta simplificac;:ao nao e incompatfvel com a hip6tese tradicional de existen-
cia de urn trade-off entre consumo e a disponibilidade de activos ambien-
tais. 
A nossa segunda hip6tese relaciona-se com o processo produtivo. Assu-
me-se que a economia em causa produz urn unico bern homogeneo que pode 
ser consumido, C(t), e ou investido, K(~, na criac;:ao de novo capital econ6mico, 
K(t). Todavia, nenhum processo de produc;:ao e ou consumo pode ocorrer sem 
que a natureza seja chamada a fornecer a materia e a energia necessarias 
para o efeito. Ao capital natural esta, assim, associada uma importante fun-
c;:ao de fornecimento de recursos vitais ao potencial produtivo de uma 
sociedade. 
Porem, esta forma «convencional» de encarar o contributo dos activos 
ambientais encerra em si mesma uma visao limitada sabre a real importancia 
da natureza para a produc;:ao e o consumo. 0 fluxo de materia e energia com 
origem na natureza apenas pode ser mantido se os processos e os sistemas 
ecol6gicos puderem manter a sua integridade operacional. Dada a multifun-
cionalidade, interdependencia e complexidade do mundo natural, e toda a na-
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tureza que desempenha um importante papel no processo produtivo e que, por 
isso, deve ser considerado globalmente (5). 
Mas este «efeito produtividade do ambiente» taz-se sentir por duas ordens 
de raz6es. Em primeiro Iugar A(t) desempenha uma importante tungao na cria-
gao de condig6es favoraveis a sustentagao do processo de crescimento e de-
senvolvimento econ6mico. Reterimo-nos nomeadamente a taculdade que evi-
denciam de possibilitarem melhores condig6es de resistencia e elasticidade do 
sistema econ6mico quando controntado com choques ex6genos (Pearce e 
Turner, 1990), a semelhanga, de resto, com o que se passa com o stock de 
capital econ6mico. 
Em segundo Iugar, devido ao enorme potencial de informagao genetica, 
cientffica, etc., que contem, A(t) e essencial ao avango do conhecimento e suas 
aplicag6es a produgao, nomeadamente no que diz respeito a descobertas de 
novos materiais, novas tecnicas e processos de produgao ou mesmo novas 
utilizag6es de recursos ja conhecidos (6). 
Oeste modo, assume-se que uma economia sera tanto mais produtiva 
quanta maior for a sua dotagao em capital natural, pelo que o nfvel agregado 
de produgao Y(t) e obtido pela utilizagao conjunta do stock de capital econ6mi-
co K(t) e do stock global de activos ambientais A(t) (?). Formalmente: 
(2) Y(~ = [K(t),A(t)] 
As suas propriedades matematicas podem ser sumariadas do seguinte 
modo: 
Hip6tese 2 (funt;ao de produt;ao).- Seja K(t) e A(t), e 9t+. A funt;ao 
F[K(t),A(t)] e uma aplicagao [K(~.A(~]~ F{K(~,A(t)] com as seguintes proprieda-
des: 
1) E C2; 
i1) F (.) > quando todos os argumentos sao nao nulos; 
(5) E certo que muitos activos ambientais, embora renovaveis, nao tern nenhuma importan-
cia ou valor instrumental directos para a prodU<;ao, o consumo ou mesmo o bem-estar do ho-
mem. Porem o complexo ciclo de materia e energia que caracteriza os ecossistemas confere a 
estes recursos ou especies nao instrumentais uma importancia vital para a existencia de outras 
especies (recursos) de inegavel valor para o sistema econ6mico. 
(6) Alguns autores, como por exemplo, Faber e Proops (1994), atribuem mesmo a passa-
gem de uma ecoriomia dependente de recursos renovaveis para uma economia dependente de 
recursos nao renovaveis o estimulo necessario que esteve e estara na base do continuo proces-
so de inovac;:ao tecnol6gica. 
(?) 0 factor «trabalho•• sera ignorado na func;:ao de produc;:ao, uma vez que desejamos con-
centrar a nossa atenc;:ao no efeito produtividade atribufdo ao capital natural e as suas 
consequencias sobre o potencial de crescimento econ6mico. Uma forma alternativa de encarar 
esta supressao do trabalho da func;:ao de produc;:ao sera considerar que K(t) inclui nao s6 o ca-
pital econ6mio construfdo como ainda o capital humano. Em qualquer caso, permanece clara a 
intenc;:ao de isolar no modelo apenas o efeito produtividade com origem em A(t). 
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iii) limF(.) = 0, com i = K,A, quando pelo menos urn dos seus argumen-
, .... 0 
tos e nulo; 
iv) l.imF(.) = oo, com i = K, A, ou seja a fun<;:ao nao e limitada superior-, .... ~ 
mente; 
aF(.) . 
v) ----a! F; > 0 E ]0, oo[, com I= K, A; 
v1) Verifica as tradicionais condi<;:6es de lnada, ou seja, UmF,.(.) = +oo , .... 0 
e l.imF,.(.) = 0 com i = K,A; , .... ~ 
Vii) a:~(.) = F;i (.) E (- oo,O]; 
viii) 
02 
F(.) =F.. (.) e [0,+ oo) com ij = K,A e i-:F- j; 
ot"Oj Q 
iX) fKJ!AA - f~j> 0. 
Ou seja, F(.) e continua, concava, duplamente diferenciavel, com produti-
vidades marginais positivas, mas evoluindo a taxas decrescentes para nfveis 
crescentes de utiliza<;:ao dos factores produtivos. Qualquer input e essencial a 
produ<;:ao e as possibilidades tecnicas de substitui<;:ao entre eles sao assumidas 
explicitamente. A produtividade marginal de cada urn dos factores e afectada 
positivamente quando unidades adicionais do outro input sao canalizadas para 
o processo produtivo e, finalmente, o impacte marginal dos actives ambientais 
na produ<;:ao aumenta com aumentos na qualidade ambiental. Adicionalmente, 
assume-se ainda que estamos em presen<;:a de uma fun<;:ao linearmente homo-
genea de grau 1. 
0 sector produtivo e, todavia, responsavel por dais efeitos que perturbam 
a capacidade regenerativa do capital natural: o primeiro efeito resulta da de-
pendencia ffsica do sistema econ6mico face a materia e energia fornecidos pelo 
sistema natural e o segundo das miss6es poluentes. Em qualquer dos casas, 
admite-se que e o nfvel de actividade econ6mica que determina urn e outro 
efeito. Concretamente, supoe-se que esse efeito perturbador e uma fun<;:ao li-
near de Y(t). Ou seja, a perturba<;:ao provocada pelo sistema econ6mico e uma 
propor<;:ao n do nfvel de produ<;:ao: 
(3) P(t)= p[Y(t)] = 1r Y(t) = 1r f[K(t),A(t)] (8). 
(8) Em trabalho anterior (Belbute 1996) tivemos ocasiao de prop6r uma relagao em forma 
de U invertido entre o nfvel de actividade econ6mica e as emiss6es poluentes. A opgao por uma 
relagao linear deve-se a necessidade de simplificar uma estrutura modelar ja de si bastante com-
plexa. 
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Apesar de simplificadora, esta hip6tese e, contudo, consistente com uma 
das consequencias mais relevantes da 1.11 Lei da Termodinamica: a inevita-
bilidade da polui9ao. Daqui resulta que a (mica forma que o sistema econ6mico 
tem de nao afectar o sistema natural consiste, precisamente, em nao produzir! 
0 processo de acumula9ao de capital econ6mico pode ser descrito pela 
usual diferen9a entre o volume de bens produzidos na economia e a parcela 
destes destinada ao consumo final. Formalmente: 
(4) K(~ = JlK(~.A(t)]- C(~ 
Resta-nos clarificar o comportamento o stock de activos ambientais. A sua 
taxa de regenera9ao (ou taxa de crescimento natural) e suposta reflectir o pa-
drao regenerativo dos recursos renovaveis e semi-renovaveis e depender ex-
clusivamente do nfvel de capital natural prevalecente em cada momenta, . 
A(~= 1\/[A(~]. 
Hip6tese 3 (funr;ao de produr;ao da natureza). - Seja A(t)E 91+. A funr;ao 
de regenerar;ao N[A(t)] e uma aplicar;ao com as seguintes propriedades: 
t) E C2 ; 
it) 3 Am > 0 e 3 A > 0, com Am < A : N(AmJ = N(A) = 0. Para 
Am < A < A ==> N[A(t)] > 0; 
iit) 3 AM > 0 com Am < AM < )[ 
Am <A {:}M ~ ·~~~~] {} 
. (J2N[A(t)] · 
tv} ilAW = NAA < 0, VA :Am <A <A. 
Ou seja, a fun9ao de produ9ao natural evidencia um threshold effect para 
um nfvel crftico mfnimo A(t) = Am e e estritamente concava acima dele. Este 
nfvel crftico mfnimo representa o valor do capital natural necessaria para ga-
rantir um padrao mfnimo de subsistencia e viabilidade para o sistema econ6mi-
co. Com poluivao nula, o stock de capital natural (au a qualidade ambiental) 
atinge o seu valor maximo em A. Este e o mais elevado volume de activos 
ambientais que pode permanecer intacto apenas com a contribui9ao dos pro-
cesso regenerativos naturais. Devido as leis da termodinamica, o influxo cons-
tante de energia (solar) recebido pelo capital natural nao permite que este cres9a 
permanentemente. Na margem, a medida que as ecossistemas se tornam mais 
«ricos», maior e a dificuldade que encontram para incrementar ainda mais a 
qualidade que ja atingiram. Entre estes dais limites o ritmo de regenera9ao e 
sempre positivo mas nao mon6tono. 
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Em resultado da dinamica interactiva entre o sistema econ6mico e o sis-
tema natural, a actividade econ6mica necessita usar a natureza como deposito 
para os seus resfduos acelerando, com isso, os processes entr6picos. Uma vez 
que o influxo energetico recebido pelo capital natural e insuficiente para com-
pensar a entropia gerada, A nao pode ser «sustentado» e, a Iongo prazo, a 
constancia do stock de capital natural s6 pode ser mantida se, para um dado 
nfvel de poluigao, o capital natural atingir urn volume que permita assegurar 
P(t)=N[A(t)]. Por outras palavras, N[A(t)] pode ser entendida como a capacida-
de assimilativa dos activos ambientais. Esta capacidade de assimilagao tende a 
crescer quando a riqueza ambiental e ainda insipiente (para A < AM) mas ten-
de a diminuir quando A(~ se torna suficientemente relevante (para A > A~). 
Nesta fase, grande parte da fungao regenerativa e usada no rejuvenescimento 
natural e apenas uma pequena parcela fica disponfvel para aborver a poluigao. 
Em resumo, a taxa lfquida de regeneragao dos activos ambientais vem dada 
pela diferenga entre a taxa natural de regeneragao e o fluxo perturbador de 
emiss6es poluentes ocasionado pelo sistema econ6mico: 
. 
(5) A(~ = N[A(~]- 1tf[K(t),A(~) 
3 - Existencia de um estado estacionario 
0 problema que esta sociedade enfrenta consiste em escolher as traject6-
rias temporais para o consumo, stock de capital econ6mico e stock de capital 
natural, num contexto de permanents interacgao entre o sistema econ6mico e 
o sistema natural de modo a conseguir o maximo beneficia intertemporal de 






k = f(K,A)- C 
A = N(A) -1tf(K,A) 
K(O) = K0 ; A(O) = A0 ; C(O) = C0 
C,K,A ~ 0 
Assim formulado, trata-se de um problema Hpico de controlo 6ptimo em 
tempo infinito e aut6nomo, com duas variaveis de estado, K(~ e A(~. duas 
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variaveis de co-estado a elas associadas, 'A(~ e Jl(t), e uma variavel de contro-
lo C(~ e cuja soluvao e obtida a partir do seguinte hamiltoniano-corrente: 
(8) H(C,K,A,o,y,Jl) = U(C,A) + A,[f(K,A)- C] + Jl[N(A) - 1tf(K,A)](9) 
As condi96es de 1.11 ordem para a sua maximiza9ao, exigem que a~~-) = 
= 0 ~ Uc = 'A donde, pelo Teorema da Fun9ao lmplfcita, se pode escrever que 
C = c('A) com cl = - 1- < 0 e que traduz a condivao de optima usual aos mo-
ucc 
delos de crescimento economico. 
A maximiza9ao do hamiltoniano-corrente exige ainda a satisfa9ao do se-
guinte sistema dinamico hamiltoniano modificado de quatro equa96es diferen-





k = aH(.) = f(K,A) - B('A) 
a A. 
A = aH(.) = N(A) - 1tf(K,A) 
all 
• aH() 
'A = o'A - a~ = (8 - fK)'A + Jl1tfK 
• aH(.) 
Jl = OJ.! - aA = [8 - (NA - 1tfA)]Jl - ')..,fA - UA 
As duas primeiras equa96es reproduzem o padrao dinamico proprio do 
stock de activos desta economia. As duas ultimas equa96es descrevem a dina-
mica evolutiva dos pre9os-sombra associados aos processos de acumula9ao 
dos dais activos e merecem uma analise mais cuidada. Tal como e frequente 
aos modelos de crescimento economico, estas duas equa96es indicam que a 
taxa global de remunera9ao dos activos em causa (que inclui nao apenas os 
ganhos de capital como a taxa de jura propria e especffica do activo em cau-
sa) deve igualar a taxa de impaciencia da sociedade. 
(11-a) ~ + ( 1 - 1t ~ ) f~.) = 8 
(12-a) 
No que diz respeito ao stock de capital economico, e visfvel que, para 
uma dada taxa de impaciencia, a taxa de varia9ao do pre9o-sombra e agora 
maior do que a obtinha nos modelos tradicionais de crescimento economico. 
(9) 0 «tempo» t sera omitido para aliviar as notac;:oes. Contudo, sempre que se revela ne-
cessaria, far-lhe-emos referencia explfcita. 
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A razao para este facto deve-se ao efeito perturbador n. Quando n = 0, 'A(t) 
evolui a uma taxa dada pela diferen9a entre a taxa de impaciencia da socie-
dade e a produtividade marginal do capital, ~ = 8- fK. A presen9a de um valor 
nao nulo para a taxa de perturba~tao faz com que, na margem, o valor do stock 
de capital econ6mico passe a evoluir a uma taxa claramente superior. A parcela 
( 1 - n ~ J representa o efeito lfquido global de qualquer unidade adicional de 
capital na economia. Esta e agora valorizada nao s6 directamente pelo sacriff-
cio que exige em consume corrente (o que faz subir 'A.!'A) como ainda pelo 
impacte (negative) que, por via da altera~tao na produ~tao, exerce sobre a dina-
mica regenerativa dos actives ambientais e, concomitantemente, sobre o nfvel 
de bem-estar. • 
Por outro lado, em equilfbrio (quando ~ = 0) e para a mesma taxa pura 
de preferencia pelo tempo, o stock de capital econ6mico que lhe corresponde 
deve gerar uma produtividade marginal superior a exigida num contexte de 
ausencia de efeito produtividade dos actives ambientais. Consequentemente, o 
valor do stock de capital econ6mico compatfvel com o estado estacionario de-
vera ser mais reduzido (1°). 
Usando a condi~tao de 1.1! ordem e diferenciando-a relativamente ao tem-
po, e possfvel escrever (11-a) do seguinte modo: 
(11-b) c 1 { )1 } c = a( C) (f~.)- 8) -Jt T f~.) 
on de cr( C) = - ~d~: C de nota a elasticidade da utilidade marginal relativamente 
ao consume. 
Para valores positives do pre9o-sombra do capital natural o efeito pertur-
bador da produ~tao sobre a dinamica regenerativa de A(t) obriga a que o con-
sumo evolua a uma taxa claramente mais reduzida do que sucederia na au-
sencia de interac96es entre o sistema econ6mico e natural. 
Finalmente, no que diz respeito ao ritmo de evolu~tao do valor marginal do 
stock de actives ambientais, ~- = [8- (NA -nfA)] -( AJA: uA j, e claramente per-
ceptfvel a influencia que os efeitos produtividade e bem-estar exercem no sen-
tide de o tornar mais Iento quando comparado com a taxa de crescimento obtida 
na ausencia destes efeitos (1 1). 
(10) A nao negatividade da taxa de impaciencia imp6e que no estado estacionario se tenha 
~ - n ~) 2: 0 o que significa que ~ 2: n. Daqui decorre que se deva ter, necessariamente, 
0 ::{1 -1[ ~)2: 1. 
(1 1) Em particular, repare-se que (NA -nfA)reflecte a alteragao na taxa de regeneragao lf-
quida do actives ainbientais em resultado de uma alteragao ex6gena em A(~. Quando essa alte-
ragao se da, a «taxa de juro natural» NA e afectada pelo efeito perverse resultante do aumento 
na produgao e o consequente incremento nas emiss6es poluentes. 
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Proposi980 1 (existencia do estado estacionario). - Se: a) a «func;:ao de 
produc;:ao natural» N(A) for exibir um threshold effect em A = Am e for estrita-
mente c6ncava acima dele; b) a func;:ao utilidade instantanea U( C,A) for c6nca-
va em ambos os argumentos; c) a func;:ao de produc;:ao f(K,A) for tambem con-
cava em ambos os argumentos; e d) para NA < o < fK, entao pode haver zero, 
uma ou duas soluc;:oes estacionarias (CO K~, A~ ),associadas a valores positives 
de C, A e K Essas soluc;:oes exigem a verificac;:ao, em simultaneo, do seguinte 
par de equac;:oes: 
(13) Cl• • • = (A {J) = Euc A (8- NA(A)) 1 - 8 -t.=~=A=O X ' Euc 7t fA [K(A),A] 
(14) Cl· • = N(A) = TJ(A,7t) 
A=K=O 1t 
e onde f3 e o vactor dos parametres que afectam x(.). 
Demonstra9ao. - V. anexo A. 
Qualquer valor de C e A que satisfac;:a (13) garante simultaneamente 
• • • 
A.=IJ.=A=O. Assim, se existir, pelo me nos, um par ( c',A) que satisfac;:a simulta-
neamente aquelas duas equac;:oes, entao esse par assegura tambem J(' = 0 e 
ao qual corresponde um valor 6ptimo para o stock de capital, K'. 
Proposi9ao 2. -A existencia de zero, um ou dais estados estacionarios 
no intervale [Am,A ] determinada pelo valor da taxa de desconto, 8. 
Demonstra9ao.- V. anexo B. 
lsto significa que aumentos (diminuic;:oes) na taxa de impaciencia pura pelo 
tempo fazem deslocar paralelamente e para cima (para baixo) a curva x(.). Dadas 
as propriedades das relac;:oes envolvidas no problema, quanta mais impaciente 
se revelar a sociedade maior o nfvel de consume que exige na configurac;:ao 
de Iongo prazo e menor o valor dos actives ambientais que lhe estao associa-
dos. 
Para alem do seu significado 6bvio, esta proposic;:ao e ainda importante 
dado que permite estabelecer o intervale para a taxa de desconto no qual e 
possfvel assegurar a existencia de apenas um unico estado estacionario. 
Corolario 1.-3 8:8 = 81~ 81 - NA = 01\ os, 81 existe apenas um unico es-
tado estacionario no intervale [Am,)\]. 
Demonstra9ao.- De facto, (13) tem um zero para A= 0 e para 
N(A) 
(o- N~(fK- o) =notA= &Y.A --;;r-· Ora para 8= 81:81 - NA = 0, o que apenas sucede 
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se, simultaneamente, se tiver N(A) == 0. Esta simultaneidade apenas ocorre 
quando A ==Am, tendo-se, inevitavelmente, 81 == NA(Am)· A figura 1 mostra o que 




Valor da taxa de desconto abaixo da qual e possfvel existir apenas urn unico estado estacionario. 
A medida que a taxa de desconto se torna mais pequena que 81, x(.) deslocar-se-a paralelamente 
para a direita, o que assegura o aparecimento de apenas uma solw;:ao de equilibria de Iongo prazo. 
A conjugagao das duas ultimas proposig6es com o corolario 1 permite com-
preender como a taxa de impaciencia afecta os valores das diversas variaveis 
no estado estacionario. Para valores reduzidos da taxa pura de preferencia pelo 
tempo corresponderao valores elevados para o stock de capital natural. No li-
mite, quando 8 == 0, o estado estacionario corresponde a «regra de ouro do 
crescimento econ6mico sustentavel» (1 2); o sistema econ6mico encontra-se per-
feitamente «ajustado» no sistema natural. A taxa a qual o sistema econ6mico 
deseja trocar activos ambientais par actividade econ6mica iguala a taxa a qual 
a natureza permite que essas trocas se efectuem no respeito pelos seus equi-
lfbrios termodinamicos. 
Mas nao s6 a taxa de impaciencia pode afectar os valores corresponden-
tes ao estado estacionario. A forma como a sociedade valoriza a contribuigao 
(12) V. Belbute (1996). 
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dos activos ambientais para o seu bem-estar tem tambem um papel importan-
te. A proposi9ao seguinte mostra em que sentido se da essa influencia: 
Proposir;ao 3. - Para uma mesma taxa de desconto o, o estado esta-
cionario pode ocorrer quando o sistema natural evidencia «produtividade margi-
nal» positiva, nula ou negativa. E a valora9ao relativa que a sociedade atribui 
aos activos ambientais para o seu bem-estar que determina a localiza9ao do 
estado estacionario. 
Demonstrar;ao.- V. anexo C. 
Oeste modo, quanta mais importancia for atribuida ao capital natural en-
quanta fonte directa de bem-estar, maior sera a tendencia para que na configu-
ra9ao de Iongo prazo a sociedade aceite uma combina9ao entre consumo e 
capital natural mais favoravel a este ultimo. 
4 - Estabilidade local 
A analise efectuada na sec9ao anterior apenas permite determinar a con-
figura9ao de Iongo prazo para esta economia. Se os valores «iniciais» das va-
riaveis envolvidas coincidirem com o estado estacionario e se nao surgirem cho-
ques ex6genos perturbadores, ha a garantia de que as trocas entre o sistema 
econ6mico e o sistema natural se pautar~o pelo equilibria. lnteressa-nos, po-
rem, conhecer o que sucede quando, para um dado valor inicial das variaveis 
econ6micas e ecol6gicas, a situa9ao de partida nao coincidir com a configura-
98.0 de equilibria de Iongo prazo. 
Como dissemos anteriormente, o modelo desenvolvido possibilita o apa-
recimento de varios estados estacionarios aos quais poderao estar associa-
dos estruturas topol6gicas locais diferentes. Porem, o estudo da estabilidade 
local sera aqui desenvolvido apenas para o caso em que a taxa de desconto 
permite o aparecimento de um unico estado estacionario. Seguindo Dokner 
(1985), Brito (1994) e Belbute (1996) a analise sera efectuada usando: a) o 
jacobiano J resultante da lineariza9ao em torno do estado estacionario do 
sistema dinamico de dimensao 4 da sec9ao anterior; e b) a magnitude Z, 
definida como: 
(15) Z= M(2)- 82 
e onde M(2) representa o somat6rio de todos os menores principais de ordem 
2 de J. 
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(16) 
com w =A,- n.u > 0 (1 3) e Q = wfM + .uNM + U M < 0 (em virtude da hip6tese de 
concavidade assumida para as fungoes envolidas) e cujo determinante vira dado 
pela seguinte expressao: 
Oet(J) = ~ = n2 ff/J;. Q- wnfKfKAo + oJ2.nfKfKAc?.. (NA- nfA) + 
+ nNiK uA-
uc 
- wC/K~NA -nfA)[o- (NA- nfA)] 
Para A~~ AM e facil verificar que n2fic;.. n > O; wnfKfKAo > 0; 
oJnfKfKAC?.. (NA- nfA) > 0; nNiK~ < 0 e wc;..fK~NA -nfA)[o- (NA- nf)] < 0. 
uc 
Para valores suficientemente pequenos da taxa de impaciencia, a positivi-
dade do termo wnfiKA8 nao e suficiente para impedir que Det(J) > 0. 
Por outre lado: 
se a positividade da ultima parcela nao anular o sinal claramente negative das 
primeiras parcelas. 
Oeste modo, Z respeita a negatividade exigida no teorema 1 de Belbute 
(1996}, pelo que o estado estacionario possui as propriedades de ponto sela e 
a variedade estavel (stable manifold) na vizinhanga do estado estacionario e de 
«dimensao do is». Po rem, nao e possfvel definir claramente o sinal da grandeza 
L2 - 4~ pelo que as traject6rias que se dirigem para a configuragao de Iongo 
prazo, quando vistas a partir da variedade estavel, podem desenvolver-se se-
gundo o padrao de n6 estavel ou de taco estavel. Se L2 - 4~ ~ 0 o modele 
gera dois pares de valores pr6prios reais de sinal contrario configurando uma 
aproximagao ao estado estacionario tfpica de um n6 estavel. 0 estado esta-
cionario e localmente estavel no sentido em que, para um dado valor inicial 
dos stocks (econ6mico e natural), e possfvel escolher o valor para as variaveis 
de co-estado que conduzirao o sistema em direcgao ao estado estacionario de 
forma mon6tona. Nesse sentido, o caminho 6ptimo pode ser sustentavel quer 
do ponte de vista econ6mico quer do ponte de vista ambiental (1 4). 
(13) V. nota 10. 
(1 4) V. Belbute (1996). 
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lnversamente, quando L2 - 4.1 < 0, os valores pr6prios associados ao 
jacobiano serao dais pares de complexes conjugados sendo que dais terao parte 
real negativa e os restantes parte real positiva. Se for possfvel escolher conve-
nientemente os valores iniciais das variaveis de co-estado de modo a coincidi-
rem com o plano estavel, havera a garantia de que o caminho que percorrerao 
ao Iongo do tempo assumira a forma de urn foco estavel. 
5 - Conclusao 
Uma economia que interage com o sistema natural e valoriza os activos 
ambientais pelo seu contribute quer para o bem-estar quer para a produtivida-
de pode evidenciar urn padrao de acumula<;ao de capital econ6mica e ecologi-
camente sustentavel. Na ausencia de progresso tecnico e de actividades eco-
n6micas orientadas para o tratamento das emiss6es poluentes, a sustentabilidade 
significa, porem, o estado estacionario insistentemente reclamado por H. Daly 
(1992}. 0 trabalho mostra que quando o padrao dinamico dos activos ambientais 
e modelizado de modo a reflectir as leis da entropia, nao e possfvel encontrar 
uma unica configura<;ao de equilfbrio de Iongo prazo, podendo mesmo nao existir 
qualquer solu<;ao estacionaria. 0 numero de estados estacionarios depende 
apenas e crucialmente da taxa de desconto. No entanto, para valores da taxa 
de impaciencia situados num intervalo bern determinado, e possfvel encontrar 
uma unica configura<;ao de equilfbrio de Iongo prazo. 
Como e tradicional nas formula<;6es sabre acumula<;ao de capital, a uma 
maior valoriza<;ao do consumo presente corresponde urn menor valor para o 
stock de activos ambientais no estado estacionario e se este se localizar na 
zona em que a taxa natural de regenera<;ao e decrescente como nfvel de activos 
ambientais, o consumo tendera a ser mais elevado. 
Porem, contrariamente ao usual output dos modelos de crescimento eco-
n6mico, a eleva<;ao da taxa de impaciencia exige urn volume de stock de ca-
pital econ6mico mais elevado na configura<;ao de Iongo prazo como forma de 
compensar a redu<;ao do stock de activos ambientais e assim viabilizar urn 
volume de produ<;ao que assegure as necessidades de consumo. 
Quando a sociedade pondera consumes futuros a taxa zero, desistindo de 
provocar uma assimetria entre gera<;6es, a solu<;ao do modelo existe, e unica e 
corresponde integralmente a regra de ouro. A presen<;a de uma taxa de impa-
ciencia positiva eleva o consumo presente, obrigando a uma sobreutiliza<;ao do 
capital natural, a sua escassez relativa e, consequentemente, a urn aumento 
do seu valor relativamente aos bens de consumo. Uma sociedade demasiado 
preocupada com o seu bem-estar presente impede-a· de acumular capital 
ambiental e, com isso, de proporcionar maior qualidade ambiental as gera<;6es 
suas sucessoras. 
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Por outro !ado, o modelo da origem a dais resultados pouco agradaveis 
para o crescimento. Em primeiro Iugar, o volume de capital que esta associado 
a soluc;ao de equilibria e claramente interior ao exigido na literatura «Ciassica» 
sabre o crescimento econ6mico que ignora as interacc;6es entre os dais siste-
mas. Em segundo Iugar, o ritmo de crescimento do consume sabre o «caminho 
6ptimo•• e interior quando comparado com o obtido num contexte de ausencia 
de interacc;6es entre os dais sistemas. 0 eteito bem-estar provocado pela pre-
senc;a do capital natural na tunc;ao utilidade tem como consequencia a sua-
vizac;ao da importancia do consume como tonte exclusiva de bem-estar. 
0 segundo aspecto que consideramos importante diz respeito as traject6-
rias que a economia etectuara quando se encontrar numa situac;ao de partida 
nao coincidente com o estado estacionario. Sao dais os niveis em que pode-
mos sumariar as principais conclus6es. Em primeiro Iugar, as traject6rias em 
direcgao a soluc;ao estacionaria, quando existem, dependem crucialmente das 
condic;6es de iniciais. Apenas quando veriticados, havera a certeza de que a 
economia evolue em direcc;ao ao estado de equilibria de Iongo prazo. Qualquer 
outra combinac;ao que nao coincida com aqueles valores iniciais nao garante a 
convergencia e ate a evoluc;ao simultanea dos sistemas. Em segundo Iugar, a 
aproximac;ao a soluc;ao estacionaria pode ser mon6tona ou oscilat6ria. Nao e 
inditerente que a evoluc;ao se tac;a de uma ou de outra forma. No primeiro caso, 
o caminho 6ptimo e sustentavel no sentido que Pearce (1990) da a este con-
ceito. No segundo caso, o caminho existe, nao e mon6tono mas desenvolve-se 
seguindo um padrao ciclico. Numas tases do ciclo sera sustentavel, noutras nao. 
Porem, uma vez alcanc;ado o estado estacionario, a economia estara numa 
contigurac;ao sustentavel a Iongo prazo. 
Finalmente, o terceiro aspecto que desejamos realgar diz respeito a in-
tluencia das preterencias da sociedade sabre a contigurac;ao de Iongo prazo. 
Elas nao determinam o numero de soluc;6es estacionarias mas tem uma impor-
tancia determinante nos valores que as variaveis assumem no equilibria. Para 
uma mesma taxa de desconto, o stock de actives ambientais de equilibria sera 
tanto maior (menor) quanta maior (menor) tor a importancia que a sociedade 
lhes atribui a atectac;ao do seu bem-estar. Uma sociedade que atribui pouca 
importancia a qualidade ambiental enquanto determinante de bem-estar (por op-
c;ao ou por necessidade) arrisca-se a atingir um estado estacionario caracteri-
zado por menor capital natural comparativamente a uma outra que, pelo con-
trario, lhe atribua maior importancia. 
ANEXO A 
Demonstragao da proposk;ao 1. - Por defini<;:ao, o estado estacionario ocorre quando todas 
as variaveis envolvidas estao em «repouso••; 3.. = ~- = K =A= 0. lgualando (4) e (5) a zero ter-se-a, 
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imediatamente (14), que forma uma parabola invertida, reproduzindo no plano (C,A) as caracterfs-
ticas de N(A). Na verdade, e facil verificar que: 
(A.1) 
Usando (11), (12) e a condh;:ao de 1.~ ordem, o estado estacionario para as variaveis de 
co-estado ~ = ~ = 0 permite escrever a taxa marginal de substituigao entre o stock de capital natural 
e o consumo como uma media ponderada pelo quociente fK ~-). 
(A.2) (o- NA(A)) 1 _ o _ o fA (KA) 
1t fA [K(A),A] fA [K(A),A] ' 
Por outro lado, para que o stock de capital natural esteja em equilibria e necessaria que 
N(A) 
~K,A) = -n- o que permite expressar K como fungao de A. 
(A.3) K = K(A,ir) ;;:: 0 
U {A) £ C 
Fazendo agora uso da nogao de elasticidade, UA (C) = £ uA A , usando (A.3) e resolven-
do em ordem a C, obtemos finalmente (13), cujo comp3rtamento lffo plano (C,A) pode ser anali-
sado partir da sua derivagao em ordem a A: 
(A.4) 
As duas primeira percelas conferem sinal positivo a esta derivada quando NA < o < fK e desde 
que eNA < 1. Uma vez que se tern N(A) > 0, a terceira parcela e inequivocamente positiva paden-
do anular os dois primeiros termos em virtude de estar afectada pelo sinal negativo. XA(.) pode, 
assim, assumir qualquer sinal. Para baixos valores de A, XA(.) e negativa mas a medida que A 
cresce, XA() tendera a ser nula e, finalmente, positiva. Ou seja, x(A.~) e uma fungao crescente 
para A;;:: A13:{3A(.) ;;:: 0 que atravessa de baixo para cima a fungao Tf(.) num ou dois pontos. 
ANEXO B 
Demonstra980 da proposi9a0 2. - A demonstragao e directa e obtem-se por derivagao de 
c(A,b) em ordem a o. 
(8.1) Jf3(A,f3) = f3o = euc A[!__ (28- NAY 
Jo euA n nf K 
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sempre que 
ANEXO C 
Demonstra{:i!io da proposir;ao 3.- Dada uma determinada taxa de desconto, torna-se facil 
verificar que: 
(C.1) x(.) {<} { >} X£uA (A,/3) = -- 0 para x(A,f3) 0 
EuA > < 
Para mesma taxa de desconto, qualquer alteragao na «importancia» da A(t) sabre o bem-
estar traduz-se na rotagao de x(A,f3), tendo como pivot o ponto de intercepgao com o eixo das 
abcissas. 
Urn aumento (redugao) da «importancia., da A(t) tara deslocar o segmento positivo de x(A,f3) 
para a direita e para baixo (esquerda e para cima) enquanto o seu segmento negativo rodara 
para a esquerda (direita). 
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